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Α .  ΔΡΩΣΖ΢ΔΗ΢  ΚΛΔΗ΢ΣΟΤ  ΣΤΠΟΤ   
 
 

 1.  Ηζσύει :  α

  0  για  κάθε    διάνςζμα   α


 .                                                            ΢  ,  Λ 

 
                   

 2.  Ηζσύει  :  ΑΒ = ΧΒ -  ΧΑ
  

 .                                                                                   ΢  ,  Λ 
 
                

 3.  Ηζσύει  :  ΑΒ -  BΑ 0
  

,για  διαθοπεηικά  ζημεία  Α,Β.                                         ΢  ,  Λ 
 

 

 4.  Ηζσύει  :  ΑΒ 0 
    

, για  διαθοπεηικά     
   ζημεία  Α,Β,Γ,Γ.                                                                                        ΢  ,  Λ 

 
              

 5.  Ηζσύει  :   α  β     α β  
   

.                                                                               ΢  ,  Λ 

 
            

 6.  Ηζσύει  :        β // αβα


 2                                                                                ΢  ,  Λ 

 
 

  7.   Ηζσύει  :  λ α λ β   α β    
   

                                                                            ΢  ,  Λ 

 
 

  8.  Ηζσύει  :  λ α μ α   λ μ    
 

                                                                             ΢  ,  Λ 

 
 

 9.  Ηζσύει  :    0 0


                                                                                             ΢  ,  Λ  
 
 

 10.  Ηζσύει  :   α 0  α //β 
   

 , για  κάθε   διάνςζμα  β


 .                                           ΢  ,  Λ 

 
 

 11.  Ηζσύει :  ΑΓ  
   

  για  οποιαδήποηε    
       ζημεία  Α,Β,Γ,Γ.                                                                                       ΢ ,  Λ 
 
 

 12.  Ηζσύει :   0 θ    ,όπος  θ  η  γυνία  δςο  μη 
   μηδενικών  διανςζμάηυν.                                                                       ΢ ,  Λ 
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    ΢ ,  Λ 

 
 
 

   ΢ ,  Λ 
 

 
 

   ΢ ,  Λ 
 

 
 
 

   ΢ ,  Λ 
 

 
 
 

  ΢ ,  Λ 
 

 
 

 
  ΢ ,  Λ 

 
 
 

  ΢ ,  Λ 
 

 
 

 
 ΢ ,  Λ 

 
 
 

 ΢ ,  Λ 
 

 
 
 
 
 

 ΢ ,  Λ 
 

 
    

13       0     ή   .    β βα α 0 0

                                  

    

14.      ( )     ( )              α α α αx x x x

                

   

15.               β βα α x x

   

          

. 
    

      

    

    

      

    

22
   

                           

16.                ή         α α αx x - x

              

   

17.                    β γ β γα α

   

                                

18.              - βα α

    

    

 

   

    

          β

   

                                  

19.      det( , ) det( ) 0        β β,α α

                                    

20.       ( x , y)    x  και   y  jα α ι α

                      

21.   



  

   

 

     

      και           β γ β γα α α 0

 

                         

22.      (x,y)  x  ζςνθ  και    y ημθ ,α α α

          όπος  θ  η  γωνια ηος      με  ηον  Οσ.                     α     

      

  



     

   



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ                                                                              Β΄ ΛΥΚΔΙΟΥ 
 
ΓΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

www.antoniskokos.gr                                                                                                            3 
 

 
 
 
 
 23.     Αν  Α( 3,4) , Β(-1,-2)  και  Μ(1,1) ηο  Μ  μέζον  ηος   ΑΒ .                             ΢ ,  Λ                                                                

              
 

24.     Σα ζημεία  Α(1,2) , Β(2,1) , Γ(3,2)  είναι ζςνεςθειακά                                       ΢ ,  Λ 
  
   

25.     

 2
22

   βα α

 
    

 


                                                                                    ΢ ,  Λ 

 
 

26.      β βα α
  

                                                                                                     ΢ ,  Λ 

 
 

27.   )γβ(α   γ)βα(  


                                                                                        ΢ ,  Λ 
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Β .  ΔΡΩΣΖ΢ΔΗ΢  ΑΝΑΠΣΤΞΖ΢ – Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 
 
 
1.  ΢ςμπληπώζηε  ηα κενά  ζηιρ παπακάηυ  ζσέζειρ , λαμβάνονηαρ ςπότη όηι ηο   
     εςθύγπαμμο  ημήμα  ΑΓ  έσει  διαιπεθεί  από  ηα  ζημεία  Β , Δ, Γ ζε  ηέζζεπα  
     ίζα  ημήμαηα .  
 
 
          
                    Α             Β            Δ             Γ            Γ     

  

               

AB= ... EB             BA=(-1) ...        AB + ΓΓ= ... 

AΓ= ...  ΔΓ             ΓA= 3  ...          ΑΔ + ΓΔ= ...

ΑΓ = ... ΔΓ           ΑΓ = 2  ...      

    

    

  
    AΓ + ΓΒ = ...  

 
 

                                                                                
2.   ΢ηο  παπακάηυ  οπθοκανονικό  ζύζηημα  ζςνηεηαγμένυν Οστ δίνεηαι  όηι   ηο  ΑΒΓΓ  
      είναι  ηεηπάγυνο , Α(3,0)  και  Β(0,4) .            

Να  ςπολογίζεηε  ηιρ  ζςνηεηαγμένερ  ηυν  ζημείυν   Γ και  Γ .                                          
                                                      

 
                                                           y  
 
                                                                                         Γ       
                                                                                 
                                                                                               

                                                                                                   
        

                                               Β(0,4) 
 

                                                                                                                            Γ 

                           

                                                                                                                                           
 
 
 

             x΄                                                                                                                                 x     

                                                    Ο                     Α(3,0)                                                  
                                                

 
                                               
                                                  y΄ 

 
 
3.    Αν  για  ηπία  διακεκπιμένα  ζημεία  Α , Β και Γ  ιζσύει : 

      (5κ-2)ΟΑ + (1-2κ)ΟΒ + (1-3κ)ΟΓ = 0
   

, αποδείξαηε  όηι  ηα  ζημεία  Α , Β και  Γ    

      είναι  ζςνεςθειακά.              
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4.     Έζηυ  ηα  διανύζμαηα   α = ( 2 - 1 , 2 )  ,     β = (1, 3 - 2 )  ,   γ  ( 2 , 3)
  

 . 

Να  γπάτεηε  ηο διάνςζμα  γ


 ζαν  γπαμμικό  ζςνδςαζμό ηυν α


 και β


.    

 
 

5.      Γίνεηαι  ηο διάνςζμα     2u = (x-1, -1)x


 . Να  βπεθεί  η  ηιμή  ηος  x ζε  κάθε    

         μια  πεπίπηυζη :        (15μ.)       

(α)  ηο  u


 είναι  παπάλληλο με  ηον  άξονα  ηυν  x 

(β)  u


= 0


 

(γ)  εθθ = 1 ,  όπος θ  η  γυνία  ηος u


 με  ηον  ημιάξονα  Οx . 
 

 
6.    Αποδείξαηε  διανςζμαηικά όηι :  εγγεγπαμμένη  γυνία  πος  βαίνει  ζε    
        ημικύκλιο  είναι  ίζη  με  μια  οπθή .        
   
 
7.     ΢ηο  παπακάηυ  ζσήμα  δίνεηαι  όηι  ηο  ηπίγυνο  ΑΒΓ  είναι  οπθογώνιο  ζηο  Α    

και όηι  ηο  Μ  είναι  ηο  μέζον  ηηρ  ςποηείνοςζαρ  ΒΓ.  

        Αποδείξαηε  όηι : 
B

AM
2







 .                                Γ 

              
                                                                                                          Μ 
 
                                                                                                     
                                                                                Α                                            Β 
 

 
8.      Αποδείξαηε  όηι : 

(i) ηα  διανύζμαηα  α (ημθ,ζςνθ)    και  β ( ζςνθ,ημθ)  
 

 είναι  κάθεηα και  

όηι  είναι  αδύναηον  να  είναι  παπάλληλα    θ     0,2π . 

(ii) ηα  διανύζμαηα    α= ι j και  β  ι j   
     

 είναι  κάθεηα .     

 
 

9.        Έζηυ  ηα  μη  ζςγγπαμμικά  διανύζμαηα β  και   α 


. 

      Αν  ιζσύει  : 0β ψαχ   







 , αποδείξαηε όηι : σ = τ = 0. 

 
 
10.       Έζηυ  ηπίγυνο  ΑΒΓ  και  ζημείο  Μ  ηηρ  πλεςπάρ  ΒΓ  ηέηοιο  ώζηε  : 

     ΑΓψ χ







 . Αποδείξαηε  όηι  ηο  Μ  είναι  μέζον  ηος  ΒΓ ,  

      αν  και  μόνον  αν,    σ = τ = 
2

1
. 
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11.     Έζηυ   ηα  διανύζμαηα   ). ,6 5(γ   και    ) ,4 3(β   ,  ) ,2 1( 


  

          (α)  Γπάτηε  ένα  διάνςζμα  παπάλληλο  ππορ  ηο  


 . 

    (β)  Γπάτηε  ένα  διάνςζμα   κάθεηο   ππορ  ηο  β  


 . 

    (γ)  Γπάτηε  ηο  διάνςζμα γ  


 ζαν  γπαμμικό  ζςνδςαζμό  ηυν  β   και   


 . 

 
 

12.      Έζηυ  ηα  διανύζμαηα   (1,2) , (3,4)  και  (15 ,  22)β γα
 

   .Να  γπάτεηε  

          ηο διάνςζμα  γ


 ζαν  γπαμμικό  ζςνδςαζμό  ηυν  διανςζμάηυν α


 και β


. 

 
 
13.    Έζηυ  ηπίγυνο  ΑΒΓ  . Αποδείξαηε  διανςζμαηικά  όηι :  αν   η  γυνία  Α  είναι  οπθή ,   

         ηόηε  
222 .      Και  ανηιζηπόθυρ:   

         αν  ιζσύει 
222 , ηόηε η  γυνία  Α  είναι  οπθή . ( Πςθαγόπειο  Θεώπημα ) 

 

14.    Γίνεηαι  όηι    :     ημθ)ζυνθ,(β  και   ζυνθ)(ημθ,α 





              

         Να  λύζεηε  ηην  εξίζυζη : 0β ψαχ   







 . 

         Να  βπείηε  για  ποια  σ , τ    R  ιζσύει  η  ιζόηηηα . 
 

15.    Γίνεηαι  ηο  διάνςζμα  α


=(3,4) . 

        (α)  να  βπείηε  διάνςζμα  u


, ηέηοιο  ώζηε  να  είναι  ανηίπποπο  ζηο α


 

              και  να  έσει  μέηπο  διπλάζιο από  ηο  μέηπο  ηος α


. 

        (β) να  βπείηε  διάνςζμα  v


, ηέηοιο   ώζηε  να  είναι  κάθεηο  ζηο  α


 

              και  να  έσει  μέηπο  ίζο  με  ηο  μέηπο  ηος     α


.       

    
 
16.     Σα  ζημεία  Α , Β , Γ είναι  κοπςθέρ  ηπίγυνος  και                        Α 
          ηα  ζημεία  Μ , Ν , και  Κ  είναι ηα  μέζα  ηυν   
          πλεςπών  ΒΓ , ΓΑ  και  ΑΒ  ανηιζηοίσυρ .                                  Κ                 Ν 

           

Αν      ΑΒ= α , ΒΓ = β και  ΓΑ = γ  , 

ηοηε  να  αποδειξεηε  οηι :  

i)   α + β + γ = 0   και  ii) AM + BN + ΓK = 0  .  

     

       
     Β                  Μ               Γ 
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17.   Σα  ζημεία  Α , Β  και  Γ είναι  κοπςθέρ  ηπίγυνος και  ηα  ζημεία  Γ , Δ , και  Ε       

     είναι ηα  μέζα  ηυν  πλεςπών  ΒΓ , ΑΓ  και  ΑΒ  ανηιζηοίσυρ.            

  

 Αν      AB= γ  ,  AΓ = β  και  Μ  ηο  μεζον  ηος  ΔΕ  , ηοηε  : 

  α)  Να  εκθπαζεηε  ηα  διανςζμαηα  ΑΓ  και  ΑΜ  ωρ  ζςναπηηζη  ηων  β και  γ 

  β) Να  αποδειξεηε  οηι  ηα  ζημει

  

   

α  Α , Μ και  Γ  ειναι  ζςνεςθειακα .

  

 

                                                         Α 
                           
                  
                                             
                                                  Ε              Μ            Δ                      
 
 
                                          Β                       Γ                        Γ 
   
 
18.    Οι  κύκλοι  πος  θαίνονηαι  ζηα  ζσήμαηα  είναι  συπιζμένοι  ζε  ηπία  η    
         ηέζζεπα  ίζα  μέπη. ΢ε  κάθε  πεπίπηυζη  να  βπείηε  ηο  άθποιζμα  ηυν  ηπιών    
         ή ηεζζάπυν  διανςζμάηυν  πος  έσοςν  ζημειυθεί  και  να  ηο  δικαιολογήζεηε .    

 
     
 

                 

β                         


β                      


β                           


β                            


β  

                                                                  

α      γ                   


α       γ  

             

α           γ           


α          γ                


δ                         


δ                        


α          γ                                                                                                                                    

                                                                                                                                 

δ          

                                                                                                                     
 

 19.    Έζηυ ηα  διανύζμαηα    ,   και  β γα
 

 ηέηοια  ώζηε :  α β γ 1  
  

   και 

           +  + 1β β γ γα α
    

     . Να  αποδείξεηε   όηι :                                   

 = -    'η       'η    β β γ γα α
    

    . 

 

20.    Αν  είναι  3 4 0  
  

  να  αποδείξεηε  όηι  ηα    ,    βα


είναι  ανηίπποπα . 

 
 
21.    Αν  ζε  ηπίγυνο  ΑΒΓ  θευπήζοςμε  ηιρ  διαμέζοςρ ΑΓ , ΒΔ  και  ΓΕ  να 

          αποδείξεηε  όηι:   0 
   

 . 
 
 
22.     Έζηυ  Ο  ηςσαίο ζημείο ηος  σώπος . Να  αποδείξεηε όηι ηα ζημεία Α , Β , Γ 
           είναι  ζςνεςθειακά , αν και μόνον αν ,  ςπάπσοςν , R    με  1   

           ηέηοιοι  ώζηε  να  είναι  :     
  

 . 
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23.     Αν  ηα  διανύζμαηα    ,    βα


δεν  είναι  παπάλληλα , να  δείξεηε όηι και ηα  

          διανύζμαηα    +    βα


και    2  - 3    β


 δεν  είναι  παπάλληλα . 

 

24.     Αν  ηα  διανύζμαηα    ,    βα


δεν  είναι  παπάλληλα , να  βπεθεί  R  ώζηε 

          ηα  διανύζμαηα    και  δ 2 3     
     

  να  είναι  παπάλληλα . 

 

25.      Έζηυ ηα  διανύζμαηα    ,   και  β γα
 

 πος ανά  δςο δεν  είναι  παπάλληλα . 

            Αν   //  και  //     
     

 , να  αποδείξεηε όηι :    
  

. 

 
26.     Να  αποδείξεηε  όηι ηα  ζημεία 1 2 1 21 2 1 2

( , ) ,  Β( , ) , και  Γ(3 2 ,3 2 )y y y yx x x x    

          είναι ζςνεςθειακά . 
 

27.     Γίνονηαι  ηα  διανύζμαηα    = (1,1)   =(2,5)   και  (4,7)β γα
 

 . 

         (α)  να  αποδείξεηε  όηι  ανά δςο  δεν  είναι  παπάλληλα 

         (β)  να   γπάτεηε  ηο   γ


  ζαν  γπαμμικό  ζςνδςαζμό  ηυν   και   βα


 . 

 

28.     Να  βπεθεί  διάνςζμα  με  μέηπο  3 , ανηίπποπο  ζηο    = (2 , -3) α


. 

 
29.     Γίνονηαι  ηα  ζημεία  Α(1 , 2)  και  Β(-3 , 0) . Να  βπεθεί ζημείο Γ  ηος     
          επιπέδος  ώζηε  ηο  ηπίγυνο ΑΒΓ  να είναι  ιζόπλεςπο . 
 
30.     Να  αποδείξεηε  όηι ηα  διανύζμαηα        

          ( , )    ( , )        
 

 

          δεν  είναι  ζςγγπαμμικά . 
 

31.     Να  βπεθούν  ηα  διανύζμαηα πος  είναι  παπάλληλα  ζηο ( 6,8)α


   και 

          έσοςν  μέηπο  5 . 
 
32.     Να  βπεθεί  ο  απιθμόρ  R  ώζηε  ηα  διανύζμαηα               

           ( 2)   και  2( 1) (1 2 )x i j y i j           
     

  ,  να  είναι  κάθεηα . 

 

33.     Αν  α β 1 
 

   και     φβα 




,  να  αποδείξεηε όηι:    2
2


  
 

  . 

 

34.     Αν    
4

π
βα  και  β  και  α 





,22   να  βπείηε  ηην  γυνία  ηυν     

          διανςζμάηυν    +    βα


και   -    βα


. 
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35.      Αν  α β γ 1  
  

  και    +  2β β γα
  

    , να  αποδείξεηε  όηι  :  = β γα
 

 . 

 

36.      Αν    +  + 0β γα
 




  και 

βα

5 6 11




 



  ηόηε  :  β  // 


α  και  β  // γ


. 

 

37.      Έζηυ ηα  διανύζμαηα    ,   και  β γα
 

 πος ανά  δςο δεν  είναι  παπάλληλα . 

            Αν   //  και  //     
     

 , να  αποδείξεηε όηι :  // 
  

. 

 

38.      Να  αναλύζεηε  ηο  διάνςζμα   (5,0)α


 ζε  δςο  κάθεηερ  ζςνιζηώζερ  από  ηιρ 

           οποίερ  η μία να  έσει  ηην  διεύθςνζη  ηος  (2,1)β


 . 

 

39.     Σα  κάθεηα  διανύζμαηα    και  βα


έσοςν  μέηπα  2  και  3  ανηίζηοισα . 

          Να  βπεθεί  διάνςζμα  


  με  μέηπο  1 , πος  δισοηομεί  ηην  γυνία ηοςρ . 

 
 

40.    Αν  α 2 β   
   

 , να  αποδείξεηε  όηι :  6 β  
  

 . 

 
 

41.    Έζηυ εςθύγπαμμο ημήμα ΑΒ και ζημείο Μ ώζηε : 
1

3
  
 

. Αν Ο ζημείο 

         ζηο σώπο , να αποδείξεηε όηι : 
3

4


 

 


. 

 
42.    Έζηυ  ηπίγυνο  ΑΒΓ . Nα βπεθεί ο γευμεηπικόρ ηόπορ ηυν ζημείυν Μ ηος 

         επιπέδος για ηα οποία είναι : 0 
   

. 
 
 

43.    Aν    
3

π
βα  και  β  και  α 





,21  , 

          να βπεθεί R  για ηον οποίο ιζσύει: 2



 

 




. 

 
 

44.    Έζηυ δύο κάθεηα διανύζμαηα     και   βα


με μέηπα 2 και 3 ανηίζηοισα . 

         Να βπείηε διάνςζμα 


 ηος επιπέδος με μέηπο 4 , ηέηοιο ώζηε να είναι : 

           
6

π
γα 




,  και  
3

π
βγ 




, . 
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45.    Έζηυ  ηα  μη  ζςγγπαμμικά  διανύζμαηα 1 2 1 2
 =( , )  και   ( , )βα α α



   . 

         Να βπείηε διάνςζμα 1 2( , )x x x


 για ηο οποίο είναι :  και βx x     
   

 

          όπος    , μ R  . 

 

46.    Να  βπεθεί  διάνςζμα  με  μέηπο  1 , κάθεηο  ζηο  διάνςζμα   (12, 5)α


  . 

          

47.    Αν για  ηα  διανύζμαηα    ,   βα


ιζσύοςν :    

        2 7 ,  (α+β) (α - β) και   (α, )
3


    
       

  , ηόηε να ςπολογιζθούν ηα μέηπα 

         ηυν διανςζμάηυν    ,   βα


. 

 
 
48.    Aν για ηο ζημείο Μ ηος επιπέδος ενόρ ηπιγώνος ΑΒΓ ιζσύοςν οι ζσέζειρ 

          και    
     

 , να αποδείξεηε όηι ηο Μ είναι 

          ηο μέζον ηηρ πλεςπάρ  ΒΓ . 
 

49.    Γίνονηαι  δύο μη μηδενικά διανύζμαηα   και  .  βα


Αν ςπάπσει λ R  ηέηοιορ 

         ώζηε  1 
 

, να αποδείξεηε όηι ηο εμβαδόν ηος παπαλληλογπάμμος ΟΑΓΒ 

         με    ΟΑ=  και  ΟΒ    βα



 

είναι μικπόηεπο ή ίζο ηος  .  β


 

 


